
О преобразовавіи ультраэллиптичѳешъ интеграловъ 
перваго клаееа формы 

§ 1. Задача объ умноженіи эллиптическихъ интеграловъ состоитъ 
въ разысканіи условій, при которыхъ возможно удовлетворить уравненію 

гдѣ Д заданное постоянное число, В(х) полиномъ 4-й степени, алге
браической функціей у отъ х и въ томъ случаѣ, когда условія эти удо
влетворены, въ опредѣДеніи этой функціи у. 

Называя уравненіе (1) въ предположена, что у алгебраическая 
функція отъ x, приведенгемъ, a уравненіе, связующее у съ х подста
новкой, мы можемъ формулировать эту задачу слѣдующимъ образомъ: 
Найти уравненія, при которыхъ возможно приведете (1) и въ случат, 
если оно возможно, найти отвѣчающую ему подстановку. 

Естественнымъ обобщеніемъ этой задачи на случай интеграловъ 
ультраэллиптическихъ перваго класса будетъ задача объ условіяхъ при-
веденія: 

гдѣ Л, В, С, D вгюлнѣ заданный или связанный заданными уравпе-
ніями постоянныя, Е(х) полиномъ 6-й степени, и объ опредѣленіи въ 
въ томъ случаѣ, когда оно возможно, уг и у2 въ алгебраическихъ функ-
діяхъ отъ x. 

Д. М о р д у х а й - Б о л т о в с к о г о . 



Другой болѣе спеціальнѳй формой обобщеніл будетъ задача о ра
зысканы у слов ш: при которыхъ возможно приведете: 

dy = — 7 , dx (3) 
ѴІІ(у) ' J VMx) 

и въ томъ случаѣ, когда оно возможно, опрсдѣленіи отвѣчающей ему под
становки. 

Вторая форма получается изъ первой, если положить у2 = const 
или у1=у2. 

Можно найти безконечное миоэіссство приведенШ типа (3). 
Въ самомъ дѣлѣ, если мы возьмемъ ультраэллилтическій интегралъ 

J Ѵш.х) ' 

приводящейся къ эллиптическимъ 

то приведеніе 

гдѣ Д какое угодно раціональное число, даетъ: 

Интегралъ О 

dx 
I y V + « ^ 2 + £ ) ( я 3 -h + 2) 

при 
+ 1 2 g = 3/9 ( # ) 

приводится къ эллиптическому интегралу. Поэтому существуетъ у, алге
браическая функція отъ Ху удовлетворяющая уравненію 

dy = д Г _ ах 

Ѵ(уг + « * / 2 + W + f > * + g) J / О 3 + <^ 2+ £ ) 0 2 + p x + g) ' 
гдѣ Д раціональное число, g, a, /9 связаны соотношеніемъ (#). 

х) Goursat. Sur 1а reduction des intégrales hyperelliptiques. Bulletin de Société 
Mathématique de France ; t. XIII, p. 155. 
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Можно найти ириведенія типа (4), въ которыхъ Д число ирра
циональное мнимое. Полагая въ приведеніи: 

а первообразный корень двучленнаго уравненія 

имѣемъ: 
уау = а f xäx_ 

Y\f Jr Зг/ + ду2 + 2 jVz* + З а 4 + Sx2 + 2 

§ 2. Теперь перейдемъ къ изслѣдованію приведенія (3), но только 
въ предположена, что 

ГАх + В 
.—— ах 

М б приводится къ эллиптическому интегралу. Мы докажемъ, что мрг* 
этомъ предположены должны имѣть 

ах -}- /9 
y z = = z yx-\-ô' 

гдѣ a, ß, 7 , а постоянныя» 
Эту теорему мы выведемъ, какъ слѣдствіе болѣе общей теоремы, 

относящейся къ одночленнымъ приведенгямъ Абелевъгхъ интеграловъ къ 
Абелевымъ интеграламъ 

F(x,y)äx= )Ф(е,Фе (6) 

Только въ томъ случаѣ, когда интегралъ ІФ(е,7і)^й Абелевъ интегралъ 
перваго рода и перваго порядка (въ частномъ случаѣ эллиптическій) 
можно высказать теорему, что если приведете (6) возможно, то вънемъ 
всегда можно предполагать: 

s = a(x, у) 
(7) 

Ѵ = 0(х>У) 

ідѣ а(х, г/), ß(x, у) рацгональньгя функиги отъ (х, у) 

*) Appell et Goursat. Théorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales. 1895. 
p. 369. Koenigsberger. Ueber die Reduction Abelscher Integrale auf niedere Integralformen 
speciell auf elliptische Integrale. Journ. de Creile 89. 1880; s. 89 и другія его сочиненія. 
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Называя систему уравненій (7) подстановкой, отвѣчающей приве-
денію (6), мы можемъ сказать, что при приведеніи Абелева интеграла 
къ эллиптическому, перваго рода, мы можемъ всегда предполагать под
становку рсщгональной. Когда №(s>7l)c4 Абелевъ интегралъ высшаго 
порядка, то подстановка не должна быть обязательно раціональной. 
Такъ мы имѣемъ, напримѣръ, 

г/сіу 2 Г xdx 
Va - г/) ( i — i h / ) 3 j v i—a*) (i — k*x*j 

3 / -
если положить yz=x2, y=yx2. 

Замѣтимъ, что въ этомъ нримѣрѣ интегралы 

xdx 

подстановкой z — x2, 
У2ау 

V(l—y*)(l - hY) 

2 = уъ подстановкой приводятся къ эллиптическому интегралу 

(h 
J 1 / ( 1 — ^ ) ( 1 — Ä V ) 

Это свойство не является случайностью, но представляетъ слѣдствіе 
слѣдующей общей теоремы: 

Приведете (6) или возмооісно при помощи раціональной подста
новки (7) или же предполагаешь приведете'. 

)Ф(§,ѵУІе = )Щ,со)а£ (8) 

интеграла ІФ(е, ij)dg къ интегралу порядка при помощи рацгональнаго 
преобразованъя 1). 

С Ах + В 
Если —- ' dx не приводится къ эллиптическому интегралу, 

J Ѵ ш 
то должны по этой теоремѣ имѣть: 

ѴВ(у) = 0(х,ѴШ) 
откуда имѣемъ: 

1 ) Доказана въ работѣ: „О ириведепіи Абелевыхъ интеграловъ къ нистимъ тран-
сдендентнымъ". Ч. 2, кн. III, стр. 276. Извѣстіл Варшав. Политехническаго Института 
за 1905 г. 
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^Ф(х,\/р,(х)сІх, какъ интегралъ перваго рода равенъ 

'Gx+H 

}/R(x) 
• dx-

Приведете (3) и приведете: 

'T.y'-F , Gx-VH 

даютъ 

уіі(х) 
dx (9) 

]/Щ J ѴЯіх) 

)ѴЖу) )ѴЖх) 
-dx 

откуда получаемъ: 

У ; 

(XX —j— ß 

'/X +~ó' 

(10) 

( П ) 

Кромѣ этого будемъ имѣть: 

(ух + Ôf ѴШу) = (età — ßy) ]/lì(x) 

откуда слѣдуетъ, что 
да j + ß_ 

(12) 

если черезъ а{ и ак обозначить корни полинома В(х). Обратно подста
новка (5) при условіи, что корни В(х) связаны соотношеніями (12) при
водить 

-~ dy къ — 

J ѴВ(у) J l/iS(a:) 
Располагая попарно (av я й), получаемый преобраяованіемъ (12) другъ 

изъ друга, мы будемъ иыѣть возможныя комбинаціи, опредѣляемыя слѣ-
дующими 8 таблицами 

(6) i 

«i a.2 

a 4 a 5 j 
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( 5 . D ( 4 . 2) ( 3 . 3 ) 

ах « о а х а 2 « 1 do 

а2 ag а 2 а?> ciò а 3 

« 4 « 3 « 4 а 3 

Я4 « 4 « 1 а 4 а 5 

аъ а 5 « 6 

aô а 0 а 0 а 5 а6 а± 

( 4 . 1 . 1 ) ( 3 . 2 Л ) ( 2 . 2 . 2 ) 

а 2 «i а х а 2 

а 3 С12 аз a g а-і 
а 3 с/4 а 3 Сіі % а 4 

« i а 4 

а 5 а 5 а 5 а 0 

« 6 ClQ а 6 ClQ а 6 а 5 

( 2 . 2 . 1 . 1 ) 

а 2 сіі 

# 4 а 3 

При составлены этихъ таблицъ слѣдуетъ имѣть въ виду, что не 
можетъ быть соотвѣтствій 

9ч а і 

I fy+Ä ai+k 

гдѣ A > 1 , ибо тогда, такъ какъ уравненіе: 

аа. - f - ß 
уа.-\-о~~~а* 

имѣетъ только два корня, получили бы ач = а. и интегралъ 

не былъ бы интеграломъ перваго порядка. 



Преобразованіемъ 

x = 
«è-

( 1 3 ) 

(14) 

ш] + Ъ 
У ~~ с?] - j - d 

мы можемъ привести приведенія (10) и (11) къ слѣдующимъ: 

Г сЦ ^ Cat- + ff rf> 

г д ѣ ®(|) = s ( l — — ^ 2 | ) ( 1 — Я 2 | ) ( 1 — ^ 2 g ) причемъ таблицу (6) 
замѣпить слѣдующей ^ ^ , 

со 1 
1 а 
а Ъ 
Ь с 

с 0 

1 1 7 

Я 2 ' 

что даетъ слѣдующія уравненія: 

ß a - f ß 1 a + ff*2. 
сГ 7 - 1 , 7-i-d" * 2 ' / - f e t e * - Л 2 ' у •dA2 ~ ~ > 2 ' 7 + 0 , 

откуда получаемъ для * 2 , Я2, віголнѣ опредѣленныя значенія 

Х2 = ~> Я 3 « 2 , ^ 2 = 3, 

%2, Я 2, ^ 2 связаны соотноіиеніемъ: 
3s 

Согласно Якоби 1 ) в ъ этомъ случаѣ интегралъ 

приводится къ суммѣ двухъ эллиптическихъ интеграловъ. 

(15) 

г) Jacobi. Journal de Creile, t. 8. Упомянутая выше статья Гурса стр. 133. 



Въ самомъ дѣлѣ 
J = pj'-\-qj\ (16) 

ß[i - j - a ßu — a 

М и - ю о -**i)o-*as' )(i-,« 2i) 

— І) О — * â l ) ( i - ^ 2 ê) (i ~ / " 2 g ) ' 

Выраженіе для J1 преобразовываешь слѣдующимъ образомъ: 

/ ( 1 - 2 ^ | 4- ,« 2 ê 2 ) [ 1 - C«2 + 1 ) | + tu42] [1 — (*2 4 - Щй + ^|2]| 

«У 

•'S-

Бодстановкой 

интегралъ J"' приводится къ эллиптическому интегралу 

j . = L P # 

г д ѣ 
^ 4 - 1 

ce = ——— 
2(i 

Такимъ же образомъ интегралъ J" приводится къ эллиптическому 
интегралу: 

гдѣ 

« ' = 4 = «у = - - 4 = 
V 2ц \/2(і 

постоянныя 

гдѣ 
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= (£-!)(£ — a)(S — ß) 

HS) = (U + l)(S — a)(£-ß) 
2g2 1 + и*** 

Переходя отъ 

получаемъ слѣдующій результата: 

Интегралы п л } 

Лх_±В_ 

J ѵЖх) 
dx 

отвѣчающге таблгщѣ (в) приводящія къ суммѣ двухъ эллиптическихъ 
интеграловъ 

p 
V(S-i) ( £ - « ) ( £ - f f ) + q J K(£ + D ( £ - « ) ( £ - ff) 

подстановкой: ax~ + Zu: - f с 

Таблица (5.1) преобразовывается въ таблицу 

0 1 
1 а 
а Ъ 
Ь с 
с О 
со со 

(17) 

(18) 

ff g + ff_ 1 a-\-ßyß 1 a - f ^ 2 _ I « + ff^2__0 a _ _ 

откуда опять получаемъ для я 2 , Я2, вполнѣ опредѣленныя значенья: 

1 и2 = со, Я2 = а>2 

со — 1 
, *2-

1 — со 
, v = —cog-l

r] 

гдѣ со корень уравненія 

co 5-4-1 
С О - } - 1 

= со** — ш з - j - со 2 — со - j - 1 = 0 . 
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При помощи тѣхъ же иодстановокъ (13) таблицу (5 .1 ) можно 
привести къ виду: 

I со j 
со а ' 
а Ь 
Ъ с 
с О 
СО СО 

гдѣ со не нуль, а какое угодно напередъ назначенное число, отличное 
отъ 1 и со. 

Положимъ, что со первообразный корень двучленнаго уравненія: 

со5 == 1. 

а 
Такъ какъ тогда — = со, / = 0, то можемъ имѣть рядъ уравненій: 

^ _ [ - 2 = а>, р ю + 2 = я , p a + qz=b, pb-{-q=c, pC

J

rq = l1 (19) 

откуда умножая 5-е на 1, 4 — 3 — ^ 2 , 2 — р в и 1 — рА, складывая 
и сокращая, получимъ: 

или 

а такъ какъ 

то 

и 

çt(pAjf-pZJrp2JrPJr 1) = 1 — # 5 

0>4
 + + 2^2 + Р + 1 ) (р + Ч — 1) = 0, 

р -{- 2 = со ф 1, 

р^+рг + р2+р-\-1=0 

р = со*", 

гдѣ î равно одному изъ чиселъ 1, 2, 3, 4. Мы покажемъ, что & = 1 . 
Подставляя вмѣсто р — сог\ a вмѣсто q = co — coi въ уравненіе (19), по
лучаемъ по исключены а, Ъ, с уравненіе 

или, имѣя въ виду, что 

откуда 

а потому 
4і + 1 = 0 (mod. 5), 

* = 1 . 
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Слѣдовательно # = со, q = co и уравневія (19) даютъ а 
Ъ = со3, с = со4. 

Интегралы 
"Ах + В 

= со' 

— dx, 
VR(X) 

отвѣчаюгціе таблицѣ (5 Л), приводятся при помогци подстановки'. 

ах 4- ß 
ь • 

къ интегралу: 
yx~\-ô 

db 

Таблица (4-2) преобразуется въ таблицу: 

( 2 0 ) 

со а 
а Ъ 
b с 
с со 
0 1 

1 О 

« + ß _ ce 1 а - р ^ 2 _ _ 1 а + /9А2 ] а + /?/z2 

7- Г y + óyJ Я 2 1

 7 + cU2 ^ 2 ' / + с^' = со. 

откуда я- = ^ , чего быть не можетъ, если 

•ds 

перваго рода. 
Таблица (4.2) не даетъ вовсе приведения (3). 
Таблица (3.3) или 

і 1 а 
! а О 
I 0 1 
I со & 
! ь с 
\ с со 

даетъ уравненія: 

a + ß ^ l a + ßx2_ ß__ 
y+O* ^2' у _j_ fìyì ^ > rf—^ V - - J 2 ' * 

- = - 1 —A g + 
7 ~ ~ Я 2 ' 7 Л _ ^ 2 ~ > 2 ' / + с ^ 2 = co. 



— 213 — 

откуда для x2, Я2, /г2 получаемъ два условныхъ уравненія: 

; . 2 + і № + 1) 
Я' - + -1 ' Я V U — ,"2sT 

гдѣ Я остается произвольнымъ. 
Здѣсь опять я 2 Я 2 = .w2 и интегралъ 

J ] / 0 ( â ) 

приводится къ суммѣ эллиптическихг интеграловъ (17). 
Тоже имѣетъ мѣсто для таблицъ (4.1.1) и (2.2.2), изъ кото

рыхъ первая или 
1 а 
а 
Ъ с 
с 1 
0 0 
со со 

даетъ уравненія: 

7 + с ? 7 + c f ^ я 2 ' / - f c U 2 ^ 2 ' 7 + ^ 2 

опредѣляющія для я 2 , Я2, два условныхъ уравненгя: 

' a = è ' * 2 Я 2 = ^ 

1, rf-O, - = с о , 

я произвольно, а вторая или 

даетъ уравненія: 

со О 
0 со 
1 а 
а 1 
Ъ с 
с Ъ 

а + / 9 Я 2 _ 1 а - | - /?/г 2 1 

дающія для я 2 , Я 2, fi2 одно условное уравненге: 

4=sè§> 
гдѣ Я, ^ остаются произвольными. 



Таблицы (3.2Л) и (2.2.1.1) не дають вовсе приведенгя типа (3), 
ибо первая или 

а Ь 
Ъ с 
с а 
О со 
со 1 

, 1 О 
даетъ: 

а + ß^ __1 c t-f /9Я 2 __ 1 a + ßgi = 1 ß^ -a a + ß = 

откуда х~ = Х2 = £і2 = 1; вторая или 
1 а 
а 1 
Ъ с 
с Ь 
0 0 
со СО 

даетъ: 

a~]

rß 1 a + ßx2 

7 + ó~~ 
а + ßtf 1 a - f / f y 2 -

откуда я 2 = 1, 2 2 = ^ 2 . 

Результаты, нами полученные, можно слѣдующимъ образомъ фор
мулировать: 

Приведете: 

возможно только тогда, когда 

ÇAx + B 7 

і УВД 
принадлежишь къ одному изъ слѣдуюіцнхъ типовъ: 

1)̂  Къ гштеграламъ, приводящимся къ ѳллиптическимъ 



2 ) приводящимся къ суммѣ двухъ эллиппщческихъ интеграловъ: 

р С dJ. q г 
Ms--!)(£-«)(£ — /?) ' Jl/(£+!)(£-«)(£ — /?) 

подстановкой: 
<. a t'2 + ô.r - p с 
^ ex2Jrfx-\-g* 

3 ) приводящимся къ интегралу 

db 

при помощи подстановки 
„ _ ах -j- ß 

Ь yar + d* 

Совершенно такимъ же образомъ изслѣдуемъ частный случай при
ведения ( 3 ) 

•Г-^=-Г^=. ( 2 0 ) 
Такъ какъ здѣсь 7 = 0, то подстановка (5) заменяется еще болѣе 

простой 
у = ах + ß (22) 

гдѣ, какъ легко видѣть а 2 — 1 . Легко видѣть, что въ этомъ случаѣ 
интегралъ 

• Г с ^ 

долженъ обязательно принадлежать къ первому изъ вышеупомянутыхъ 
типовъ. 

Полагая 

_ со] + 5 -_gg-f"f t 

мы обобщаемъ этотъ результата на случай приведенія: 

r ^ + j # = r ^ „ (23) 
и мы можемъ зтотъ результата формулировать еще слѣдующимъ об
разомъ. 
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Варшава. 
17 марта 1905 г. 

Дифференціальное уравнение перваго порядка 

УЖУ) vm 
гдѣ B(x) = a0xa + агхъ

 + « 2 * * + а-Ахг - j - а^хг + а5х + а 6 шіѣетъ алге 
браическое рѣшніе иное, чѣмъ у = %, въ томъ и только въ томъ слу 
чаѣ, коіда интегралъ 

Г Ах + Б 7 

— т = - ах 

J ѴЖх) 
приводится къ эллиптическому интегралу. 


